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刚体 相对 于 一 般 动 参考 系 的 定 轴 转动 微分 方程 


张 劲 夫 
(西北 工业 大 学 工程 力学 系 ,710129 西安 ) 


摘 要 :为 了 便于 研究 刚体 相对 于 动 参考 系 的 定 轴 转 动 的 动力 学 问题 ,本 研究 从 质点 系 对 任意 点 的 
动量 矩 定理 出 发 ,推导 出 了 刚体 相对 于 一 般 动 参考 系 的 定 轴 转 动 微 分 方程 。 最 后 ,将 该 方程 应 用 于 
3 个 具体 实例 ,验证 了 该 方程 的 正确 性 和 应 用 上 的 便捷 性 ,以 此 说 明了 该 方程 具有 一 定 的 应 用 推广 
价值 。 
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‘=Abstract :In order to facilitate the study on the dynamics of rigid body rotation about a fixed axis relative 


to a moving reference frame ,the differential equation of rigid body rotation about a fixed axis relative to a 


igeneral moving reference frame is derived by using the theorem of angular momentum of a system of parti- 


cles about an arbitrary point. This equation is applied to three concrete examples to verify the correctness 


of the equation and the convenience of its application ,which shows that the equation has certain applica- 


tion value. 
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通常 ,“ 刚 体 定 轴 转动 微分 方程 ”是 指 刚 体 相对 
于 固定 参考 系 (或 惯性 参考 系 ) 的 定 轴 转动 微分 方 
程 。 这 一 方程 几乎 在 国内 外 各 种 版 本 的 理论 力学 、 
工程 力学 和 动力 学 教科 书 ( 如 文献 [1-10] 等) 中 都 
有 过 专门 介绍 ,也 被 一 些 学 者 “ 用 来 研究 不 同 特 
征 的 刚体 相对 于 固定 参考 系 (或 惯性 参考 系 ) 定 轴 
转动 的 动力 学 特性 。 然 而 “刚体 定 轴 转动 微分 方 
程 " 一般 不 适用 于 研究 刚体 相对 于 动 参考 系 的 定 轴 
转动 问题 ,特别 是 不 适用 于 研究 刚体 相对 于 非 惯性 
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参考 系 的 定 轴 转 动 问题 ( 因为 建立 此 方程 所 基于 的 
参考 系 仅仅 是 固定 参考 系 或 惯性 参考 系 '" ) 。 考 
虑 到 工程 实际 中 许多 构件 的 运动 ( 如 安装 于 移动 载 
体 上 的 电机 转子 的 运动 .航空 发 动机 上 的 叶轮 转子 
的 运动 飞机 上 的 螺旋 桨 的 运动 . 舰 船上 的 汽轮机 转 
子 的 运动 等 ) 都 可 以 看 作 是 刚体 相对 于 动 参考 系 的 
定 轴 转 动 ,因此 ,建立 刚体 相对 于 动 参考 系 的 定 轴 转 
动 微分 方程 无 疑 具有 重要 的 理论 和 实际 意义 。 基 于 
这 一 原因 ,本 研究 推导 了 刚体 相对 于 一 般 动 参考 系 
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的 定 轴 转动 微分 方程 ,该 方程 的 获得 为 方便 地 研究 
各 种 相对 于 动 参考 系 作 定 轴 转动 的 刚体 动力 学 问题 
创造 了 非常 便利 的 条 件 。 


1 刚体 相对 于 一 般 动 参考 系 的 定 轴 转 
动 微分 方程 的 推导 
如 图 1 所 示 , 某 刚体 相对 于 动 参考 系 Oeyizl 绕 


zi 轴 转 动 , 而 动 参考 系 0x1y1z! 相对 于 定 参 考 系 (或 
惯性 参考 系 ) OUxoyoz0 作 空 间 一 般 运 动 。 


图 1 刚体 相对 于 动 参考 系 的 定 轴 转动 


Rig.1 Rigid body rotation about a fixed axis relative to 


、 a moving reference frame 
下 面 推 导 该 刚体 相对 于 动 参考 系 0x1yizi 的 定 
轴 转 动 微分 方程 ( 即 推导 该 刚体 相对 于 一 般 动 参考 
系 鸭 定 轴 转动 微分 方程 )。 为 了 便于 推导 ,建立 刚体 
的 连 体 坐 标 系 0%yz, 其 中 z 轴 与 5 轴 重 合 。 将 质点 
系 对 任意 点 的 动量 矩 定理 … 应 用 于 该 刚体 ,有 
dzs 
d 
式 中 :Zo 为 刚体 在 绝对 运动 中 对 点 0 动量 矩 ( 即 刚 
体 相 对 于 定 系 Ooxoyozo 的 运动 中 对 点 0 的 动量 
和 矩 ) ;FP 为 作用 于 刚体 上 的 任 一 外 力 ;v6 为 点 0 的 
绝对 速度 ;Wi 为 刚体 的 质量 ;yc 为 刚体 质心 C 的 绝 
对 速度 。 
考虑 到 矢量 的 绝对 导数 与 相对 导数 之 间 的 关 
系 " 后 , 式 (1) 还 可 以 写 为 
dL, 
dt 


> M,(F'®) -voxMvye (1) 


t+wxLo = > MPF) -v, xMve 


(2) 
式 中 :d Lo/di 为 矢量 Zoo 在 刚体 的 连 体 坐标 系 Oxyz 
中 对 时 间 的 导数 (相对 导数 ) ;ow 为 连 体 坐 标 系 Oxyz 


八 、/_ 甘 口 工 !| 
AN 日 王 || 
刀 | 


相对 定 参 考 系 Ooxoyozo 的 角速度 ( 即 刚体 的 绝对 角 
速度 ) 。 

为 了 推导 出 刚体 相对 于 动 参考 系 Oxiyiz 的 定 
轴 转 动 微分 方程 , 需 将 矢量 式 (2) 沿 z 轴 进 行 投影 。 
为 此 ,用 沿 z 轴 正 向 的 单位 矢 磊 点 乘 矢 量 式 (2) 的 两 
端 , 即 有 


证 (wxL,) = 
dt 
> [KMoCGRF 7” )] -KE (vy, xMve) (3) 
用 符号 LL 和 工分 别 表示 矢量 Lo 在 x 轴 、y 
轴 和 z 轴 上 的 投影 , 则 Lo 可 以 表达 为 
Loy=Li+L +L.k (4) 
式 中 ,i 和 j 分 别 为 沿 x 轴 和 y 轴 正 向 的 单位 和 撩 。 将 
式 (4) 对 时 间 求 相对 导数 ,得 
dLo di,, dL,, dL. 


dt dt 本 有 9 

根据 力 对 点 之 和 矩 与 力 对 轴 之 矩 的 关系 , 式 

(3) 右 端的 第 一 项 > [kM (F'"”)] 可 以 表达 为 

FIk-MAF®)] = MOCFO) (6) 

式 中 ,M.(F" ) 为 外 力 F' 对 z 轴 之 矩 。 根 据 刚 体 上 

任意 两 点 的 速度 之 间 的 关系 式 “ ,可 以 将 刚体 质心 
C 的 绝对 速度 表达 为 


pe=po + xpre (7) 
式 中 ,pi 为 点 C 相对 点 0 的 矢 径 (图 1)。 将 式 (5) ~ 
式 (7) 代 入 式 (3) 得 
ek (mw xL,) = SM(F™®) 到 
Mk: [vo x (wxpe)] (8) 


根据 质点 系 对 点 的 动量 矩 的 定义 ,可 以 将 刚 
体 在 绝对 运动 中 对 点 0 动量 矩 表 达 为 
L, = >» (p xmv) (9) 
式 中 :m 为 组 成 刚体 的 任 一 质点 的 质量 ;p 为 该 质点 
相对 点 0 的 矢 径 (图 1) ;v 为 该 质点 的 绝对 速度 ,类 
似 于 式 (7) ,可 表达 为 
v=vy+w xp (10) 
将 上 式 代 入 式 (9) 后 ,得 到 
L, = Mpec xyo + >» [mp x (wxp)] (11) 
用 符号 bw 入 分别 表示 矢量 vo 在 四 办、 
轴 和 zi 轴 上 的 投影 , 则 有 
yo =v i tv +v, ki (12) 


式 中 : 鹿 记 和 ki 分 别 为 沿 x 轴 、yi 轴 和 2 轴 正 向 的 


单位 矢 。 同 理 ,将 动 参考 系 0xiyiz! 相对 定 参 考 系 
Ooxoyozo 的 角速度 mw, 表达 为 
Oo = + Ov + wk (13) 
式 中 ;w, .w, 和 中 分 别 为 矢量 mw 在 轴 .y 轴 和 
zi 轴 上 的 投影 。 显 然 动 参考 系 Oxiyizi 的 速度 状态 
可 以 用 式 (12) 和 式 (13 ) 联 合 描述 。 
根据 角速度 合成 定理 ,可 以 将 刚体 的 绝对 角 
速度 w 表达 为 
w= +ok = + of + wk +ok (14) 
式 中 :9 为 刚体 相对 动 参考 系 0x1y1z 作 定 轴 转 动 的 
角 坐 标 。 如 图 1 所 示 ,坐标 系 0x1y1z1 的 坐标 轴 单 位 
矢 与 刚体 的 连 体 坐标 系 Oxyz 的 坐标 轴 单 位 矢 之 间 
满足 如 下 关系 。 


i =icosgp -Jsinp (15) 
J =ising +jcosp (16) 
大 = 天 (17) 


检 上 3 式 代 入 式 (12) 和 式 (14) 得 
Vo = (2， 1COS@ + v, sing)i 十 
(2 cosp —v, sing)j +v.k (18) 
Ow = = (wcosgp + w, sing)i+ 
CN (wcosp -wusinp)7+(w- +Op) 天 (19 ) 
(yy ) 如 图 1 所 示 , 设 刚体 上 任 一 质点 m 在 刚体 的 连 
体 级 标 系 0xyz 中 的 直角 坐标 为 (x,y,z) ,刚体 的 质 
心 C 在 连 体 坐 标 系 Oxyz 中 的 直角 坐标 系 为 (xc ,yc， 
0 于 是 矢量 和 pc 可 以 分 别 表达 为 
p=xi+y +zk (20) 
Pe =Xci+t+ye +zck (21) 
将 G5(18) ~ 式 (21) 代 人 式 (11) 后 ， 化 简 得 到 
L, = [ Myov, — (Mzev, -人 os + sw, ) cosp + 


tk 


(Mzcv, + Saw + Jyw, ) sing — (w。 +@)]i- 
[ Mxev, ss = LO 十 几 O Ja 一 


的 


Jo — J )sinp 人 +p) Jj+ {LM(xer,, 一 


XY yl 


》cVai ) - 一 /Low。 本 Jo) ] cosp > [M(xev, + ycv,, ) 而 
Jo 一 /wu ] sing + J (0w, +9) Ik (22) 
起 中 i J 二 DY dy 下 人 


= mx + 六 ) 分 别 为 刚体 对 连 体 轴 x、y\z 的 


转动 惯量 ;J = Bmxy,], = Dmyz,Js = DD max 
分 别 为 刚体 对 轴 * 与 轴 y、 轴 y 与 轴 z. 轴 z 与 轴 x 的 
惯量 有 


由 式 (22) 可 以 看 出 ,矢量 Lo 在 z 轴 上 投影 的 表 
达 式 为 
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L,= [M(xev, 一 yczu ) 一 
[M(xev, + ycv,, ) + J 


J -Jo ]cosp — 
— Jw Jsing +J-(w- +9) 
(23) 
最 后 将 式 (18)、 式 (19)、 式 (21) ~ 式 (23) 代 入 式 
(8) ,化 简 后 得 到 
J.p = BMF *)+A (24a) 
其 中 
A=[ (J, -万 )osw， + J], (wr -ww ) jcos(29) — 


[7 -J ) (os -ow 1) -4Jyw wj]sn(2p) - 


%] 21 


{ML xev,, 一 yc 十 O: (xcDu + yev,, ) 三 地 (Kew + 


ycon ) ] -Jo -Jon + Tay 


{ML xev, + ycDy 


一 Jo。 ) | coso + 
一 02 (xcoy， 一 ycVa ) 十 DV, (wcw,, 
ycou ) ] + Js0 -Jo + oa ho + 0 ) | sing — 
J (24b) 

式 (24) 即 刚体 相对 于 一 般 动 参考 系 的 定 轴 转 
动 微分 方程 。 该 方程 与 理论 力学 教科 书 中 所 给 出 的 
刚体 相对 于 定 参考 系 的 定 轴 转 动 微分 方程 相 比 ， 
多 出 了 附加 项 A。 尽管 A 的 表达 式 (24b) 看 起 来 比 
绞 繁杂 ,但 该 表达 式 是 以 显 函 数 A (2, ,0, ,0, ,w, ， 
Ry 
因此 在 具体 应 用 时 并 不 复杂 。 另外 ,从 式 (24p) 可 
以 看 出 :附加 项 A 源 于 动 参考 系 相 对 于 定 参考 系 的 
非 惯 性 运动 ;如 果 动 参考 系 相 对 于 定 参考 系 作 惯性 
运动 , 则 A 退 变 为 零 

下 面 给 出 式 (24) 的 3 个 具体 应 用 实例 ,以 此 说 
明 该 方程 的 正确 性 和 应 用 上 的 便捷 性 。 


CC 


2 应 用 实例 


实例 1: 如 图 2 所 示 , 质 量 为 必 \ 长 为 1 的 均 质 细 
杆 04 通过 光滑 圆柱 匀 链 0 与 铅 牌 轴 B 相连 ,已 知 
铅 垂 轴 B 以 匀 角 速度 2 转动, 试 列 写 出 细 杆 04 相 
对 馈 垂 轴 B 的 运动 微分 方程 。 

显然 细 杆 04 相对 于 铅 垂 轴 B 的 运动 可 以 看 作 
是 刚体 相对 于 动 参考 系 的 定 轴 转动 ,因此 ,可 以 套用 
方程 (24) 来 建立 细 杆 04 相对 铬 垂 轴 B 的 运动 微分 
方程 。 为 此 , 先 以 0 为 原点 建立 与 铅 垂 轴 刁 相 固 连 
的 动 参考 系 Oxziyizi ,其 中 轴 y 铅 直 向 下 , 轴 2 沿 柱 
匀 0 的 轴线 向 外 ;再 以 0 为 原点 建立 同 细 杆 04 相 
固 连 的 坐标 系 考 系 0xyz, 其 中 轴 y 沿 细 杆 的 中 轴线 
04, 轴 = 与 轴 z 轴 重 合 ( 即 轴 z 沿 柱 匀 0 的 轴线 向 
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外 )。 在 上 述 坐 标 系 下 ,显然 有 :xc =zc =0,yc =12， 
J = = MP/3, ,=0,7, = 1, =J, =0,0, = = 
-0,0, =0, = =0, 
ww。 =, =O =0。 将 上 述 这 些 表达 式 代入 式 (24b) 
得 到 


v=0,@ =w: =0,w = 


关中 EMP sin(29) (25) 


[Re 


图 2 和 久 接 于 铅 垂 轴 的 细 杆 


Fig.2 A thin rod hinged on a vertical shaft 


CO 另外 ,根据 细 杆 所 受 的 外 力 情况 ,容易 写 出 


> HM.CF”) =- FMeglsing (26) 
最后 ,将 以 上 两 式 代入 到 方程 (24a) ,得 到 
A 219 = sin(29) -3gsinp (27) 


ON 式 (27) 即 应 用 方程 (24) 所 建立 的 细 杆 04 相对 
铬 生 轴 B 的 运动 微分 方程 。 该 方程 与 文献 [15] 应 
用 网 拉动 力学 方程 所 推导 出 的 该 细 杆 相对 铅 垂 轴 B 
的 秋 动 微分 方程 完全 相同 ,说 明 本 研究 所 建立 的 刚 
体 相 对 于 一 般 动 参考 系 的 定 轴 转 动 微分 方程 (24) 


是 正确 的 。 另 外 ,从 方程 (24) 在 本 例 的 应 用 过 程 上 
可 慌 看 出 ,该 方程 在 应 用 上 是 非常 便捷 的 。 

〇 实例 2: 如 图 3 所 示 , 清 块 4 在 固定 水 平面 上 沿 
yo 轴 的 运动 规律 为 yo = asin( 太 ) , 细 杆 0B 通过 光滑 
柱 匀 0 链 匀 接 于 滑 块 4 上 , 细 杆 0B 的 质量 为 M, 长 
为 21, 试 列 写 出 细 杆 相对 滑 块 的 运动 微分 方程 。 

由 于 细 杆 0B 相对 于 滑 块 4 的 运动 可 以 看 作 是 
刚体 相对 于 动 参考 系 的 定 轴 转 动 ,因此 ,可 以 套用 方 
程 (24 ) 来 建立 细 杆 0B 相对 于 滑 块 4 的 运动 微分 方 
程 。 为 此 , 先 以 0 为 原点 建立 与 滑 块 4 相 固 连 的 动 
参考 系 Ox1y1z1 ,其 中 轴 x, 和 yi 分 别 与 固定 轴 x。 和 
yo 同 向 ;再 以 0 为 原点 建立 同 细 杆 0B 相 固 连 的 坐 
标 系 Oxyz ,其 中 轴 x 沿 细 杆 的 中 轴线 08 , 轴 z 与 轴 
z 重合 ( 即 轴 z 沿 柱 久 0 的 轴线 向 外 ) 。 在 上 述 坐 标 
系 下 ,显然 有 :xc =1,yc =zc=0,J=0,J,=J.= 
4MH1A3 ,= 大 = 太 =0,m =v, =0,v0, =Yo0=akx 


， 5 
cos(hi) ,oO =w =w: =0,7 =v, =0,v, = -ak x 


sin( 且 ) ,名 ,= 出 ,= 外，=0。 将 上 述 表 达 式 代入 式 
(24b) 得 
A = Malk’ sin( kt) cosp (28) 


到 3 匀 接 于 请 块 上 的 细 杆 
Fig.3 A thin rod hinged on a slide 
根据 细 杆 08 所 受 的 外 力 情 况 , 容 易 写 出 
> M(F' ) = - Mglsing (29) 
将 以 上 两 式 代入 到 方程 (24a) 得 
410 =3ak’sin( kt)cosp - 3gsing (30) 
式 (30) 即 应 用 方程 (24) 所 建立 的 细 杆 0B 相对 
于 滑 块 4 的 运动 微分 方程 ,容易 证 明 此 方程 与 应 用 
刚体 的 平面 运动 微分 方程 "| 所 建立 的 细 杆 08 相对 
于 滑 块 4 的 运动 微分 方程 完全 相同 (证 明 从 上 略 )。 
这 再 一 次 说 明 本 研究 所 建立 的 刚体 相对 于 一 般 动 参 
考 系 的 定 轴 转 动 微分 方程 (24) 是 正确 的 。 男 外 ,从 
本 例 的 简单 推导 过 程 可 以 看 出 ,应 用 方程 (24) 可 以 
非常 方便 地 导出 细 杆 08 相对 于 滑 块 4 的 运动 微分 
方程 。 
实例 3: 如 图 4 所 示 , 一 架 直 升 机 相对 大 地 参考 
系 Ooxoyozo 作 空 间 一 般 运 动 ,其 中 坐标 系 Ox1y1z1 为 
与 直升机 机 号 相 固 连 的 坐标 系 ( 直 升 机 主体 坐标 
系 ) ;坐标 系 Oxyz 为 与 直升机 螺旋 桨 - 轮 载 系统 (看 
作为 刚体 ) 相 固 连 的 坐标 系 ( 螺 旋 桨 - 轮 融 坐标 系 )， 
轴 z 和 轴 z 相 重 合 ,并 均 沿 着 螺旋 桨 - 轮 载 的 转轴 线 
指向 直升机 顶部 , 轴 y, 通过 直升机 的 鼻尖 指向 前 
方 , 轴 7y 平行 一 奖 叶 。 设 直升机 机 身 相 对 大 地 参考 
系 Ooxoyozo 的 运动 方程 (运动 规律 ) 为 


全 =at,yo= Qt,20= a3 


(31) 


=ast +ast ,0=act,g =at 


式 中 :xo wo zo 为 直升机 主体 坐标 系 Ox1y1zi 的 坐标 
原点 0 在 大 地 参考 系 Ooxoyozo 中 的 直角 坐标 ;ww、0、 
中 为 直升机 主体 坐标 系 Oxiyiz 相对 大 地 参考 系 
Ooxoyozo 的 3-2-1 欧 拉 角 '"“|。 螺 旋 桨 - 轮 载 ( 刚 体 ) 
的 参数 如 下 。 


M=b we =ye =0 ,2 =h, 
J = =0, ,J =0;, (32) 
J = = =0 
用 p 表示 螺旋 桨 - 轮 载 相 对 直升机 机 里 的 转角 
(图 4 所 示 ) 。 试 列 写 出 螺旋 桨 - 轮 载 相对 直升机 机 
壬 的 运动 微分 方程 。 


所 


下 图 4 作 空 


间 一 般 运 动 的 直升机 

> Fig.4 A helicopter undergoing a general motion 

加 W3271 隐 拉 外 ,可 以 将 直升机 主体 从 村 
和 goyz 的 角速度 和 原点 所 OO 的 速度 wo 分 别 表 
关 田 如 下 阵列 形式 。 


0 — sing 0 11 | 

= W|I=| sincosO cosb 0|10| (33) 
CD i : 

ww。 cos 中 cosO sing 0 
SI _ 
OO 
SI “ 

> Dy 一 
cosQcosy cosOsiny —sing 


bsingeowy 一 et sinbsingsiny; + cos 中 cosW sinbcos0 | x 


(34) 


将 式 (31) 代 入 式 (33) 和 式 (34) 后 ,再 将 所 得 两 
式 及 式 (32) 一 同 代入 式 (24b) ,得 到 
A 
(ai +2ast) [ascos(aot)sin(at) + 
assin(asf)cos( 07t) |} (35) 
最 后 将 上 式 代 入 方程 (24a) ,得 到 
J.p = > MF + bs{ [a -2ascos(aet)] x 
cos(at) + (a4 +2ast)[ ascos(act)sin(at) + 
aosin( aot) cos(azt) |]} (36) 
式 (36) 即 螺旋 桨 - 轮 载 相对 直升机 机 里 的 运动 
微分 方程 ,其 中 > M.(F'”) 表示 作用 在 螺旋 桨 - 轮 
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地 上 的 所 有 驱动 力 、 轴 和 承 摩擦 力 和 气动 阻力 对 螺旋 
浆 - 轮 载 的 转轴 之 矩 的 代数 和 。 从 本 例 可 以 看 出 ,应 
用 方程 (24) 可 以 很 方便 地 列 写 出 螺旋 桨 - 轮 载 相对 
直升机 机 身 的 运动 微分 方程 。 


3 ”结束 语 


本 研究 建立 了 刚体 相对 一 般 动 参考 系 的 定 轴 转 
动 微分 方程 。 应 用 该 方程 可 以 方便 .具体 地 列 写 出 
各 种 相对 于 动 参考 系 作 定 轴 转 动 刚体 的 运动 微分 方 
程 ,从 而 为 进一步 研究 和 分 析 那 些 相 对 于 动 参考 系 
作 定 轴 转 动 刚体 的 动力 学 特性 创造 了 便利 条 件 。 
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